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In this note, we prove that Cayley digraphs on Abelian groups have some separation 
properties similar to undirected graphs. 
L’objet de cette note est de montrer que les graphes orient& de Cayley definis sur les 
groupes abeliens ont des prop&&es de separation similaires a celles des graphes non orient&s. 
1. Introduction 
Nous utilisons les notations de Berge [l]. Les notions relatives a la connectivite 
sont definies dans [3, 41. Nous ne considerons que des graphes orient& sans 
boucles ni arcs multiples. Les graphes non orient& seront identifies aux graphes 
orient& symetriques. Rappelons quelques definitions relatives aux fragments des 
graphes. 
Soient G = (X, E) un graphe et F c X. On dit que F est un fragment positif 
(resp. negatif) si on a: 
Oil 
lN+(F)I = K(G), (resP. IN-(F)1 = K(G)), (1) 
N’(F) u Ff x, (rev. N-(F) U # x), (2) 
N’(F) = P(F) -F et N-(F) = T-(F) -F. 
Autrement dit un fragment positif est un sous ensemble de sommets dont les 
voisins exterieurs forrnent un ensemble de separation de cardinal minimal. Un 
atome est un fragment de cardinal minimal. On note que certains graphes 
possbdent seulement des atomes negatifs. Un atome positif de G est un atome 
negatif de G’. Cette remarque nous per-met de se limiter au cas des graphes 
possedant un atome positif. On rappelle que si F est un fragment positif de G, 
F = X- (F U N+(F)) est un fragment negatif de G et inversement. 
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ThkorBme 1.1 (Watkins [8]). Soient G un graphe symthique, A et B deux atomes 
de G. Alors A=B ou AnB=@ 
Mader a gCnCralisC ce rksultat: 
TbCorBme 1.2 (Mader [6]). Soient G un graphe symttrique, A un atome de G et T 
un ensemble de stparation de G de cardinal minimal. Alors A c T ou A n T = 8. 
Nous avons gCntralisC le thCor&me 1.2: 
Tlkorkme 1.3 (Hamidoune [3]). Soient G = (X, U) un graphe, A un atome positif 
de G et F un fragment positif de G. Alors A c F ou A n F = 8. 
Le thCo&me 1.3 entraine le thCor&me 1.2, car il y a identitC entre fragments 
positifs et fragments nCgatifs dans le cas d’un graphe symktrique. 
Chaty a montrk dans [2] par un contre-exemple que le thCor&me 1.2 est faux le 
cas des graphes non symCtriques et que deux atomes distincts de signes diffkrents 
peuvent se rencogtrer. 
Nous montrons que dans un graphe de Cayley dtfini sur un groupe abClien tout 
atome positif est un atome nCgatif. En corollaire, nous obtenons que le thCorbme 
1.2 est vCrifiC pour les graphes de Cayley abCliens. Nous montrons, par un 
contre-exemple, que ceci n’est pas valable pur les graphes de Cayley non abCliens. 
Nous utilisons les rtsultats suivants: 
Thkor&me 1.4 (Hamidoune [3]). Soient G =(X, v) un graphe sommet-transitif et 
A un atome positif. Alors GA est un graphe sommet-transitif. En outre, les atomes 
positifs de G forment une partition de X. 
Thkor&me 1.5 (Hamidoune [4]). Soient G = (X, U) un graphe sommet-fransitif et A 
un atome de G. Alors llAjj==~(G). 
2. Atomes d’un graphe de Cayley 
Soient G un groupe fini et S c G - 1. Le graphe de Cayley de G par rapport 5 S 
est par dkfinition: 
L(G, S) = (G, U) oh U={(x, y) 1 x-‘y E S}. 
Les translations g gauche de G sont des automorphismes de L(G, S). Ceci 
montre que L(G, S) est sommet-transitif. 
Nous avons montrC dans [5] un r&.&at plus g&&al que le suivant: 
Proposition 2.1 (Hamidoune [IS]). Soient G une groupe jini, S c G - 1 et A un 
atome positif de L(G, S) contenant 1. Alors H est un sous groupe de G. 
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DCmonslration. Soit x E A, xA est un atome positif de L(G, S), compte tenu de 
la remarque ci-dessus. D’aprbs le thkor&me 1.3, on a XA = A. Ceci suffit pour 
montrer que A est un sous groupe. 
Nous avons reproduit cette dkmorktration pour la commoditk du lecteur. 
Corollaire 2.2. Soient G un groupe abClien fini, S c G-O un syst&me de 
gtntrateurs et A un atome positif de L(G, S). Alors A est un atome &g&if de 
L(G, 9. 
Dkmonstration. Par translation, on se ramkne au cas oh A contient 0. Compte 
tenu de la proposition 2.1, A est un sous-groupe de G. Pour que A soit un atome 
nkgatif, il suffit que IN-(A)\ = K(L(G, S)). 
Par dkfinition, on a 
P(A)=A+S et r-(A)=A-S. 
D’oh: 
II--(A)1 = IA - Sl = (-A -S\ = IA + SI = (T+(A)I. 
Puisque GA est fortement cdnnexe (cf. [3]), on a T-(A) =) A et T’(A) 1 A. On 
a done: 
(N+(A)) = IT+(A)/AI = (r-(A)IAI = IN-(A)(. 
Ceci montre que A est bien un atome nkgatif. 0 
Corollaire 2.3. Soient G un groupe abtlien fini et S c G-O un ensemble de 
gkntrateurs. Soit A un atome de L(G, S) et T un ensemble de stparation de L(G, S) 
de cardinal minimal. Alors A c T ou A rl T = $3. En particulier, T est &union 
disjointe d’atomes. 
Dbmonstration. Soit F un fragment positif de L(G, S) tel que T = N’(F). Suppo- 
sons A + T. On a A n F# fl ou A fIF# 8. Compte tenu du thkorbme 1.3, on a 
A c F ou A cF (on observe que A est g la fois un atome positif et un atome 
nkgatif). 0 
La dernikre partie de la proposition est immkdiate ?I park de ce qui 
prkbde. 0 
Remarque. Les corollaires 2.2 et 2.3 ne sont pas valables dans le cas non abklien 
comme le montre l’exemple ci-dessous. 
Exemple. ConsidCrons le groupe G = sym(3). Soient S = {(1,2), (1,3), (1,3,2)} 
et A ={id, (1,2)}. Considkrons L(G, S). On vtrifie facilement que K(L(G, S)) = 2 
et que A est un atome positif de L(G, S). D’autre part on voit que (N-(A)1 = 4, ce 
qui montre que A n’est pas un atome rkgatif. On vkrifie tgalement que B = 
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{(1,3), (2,3,1)} est un atome positif. On a Bg W(A) et B nN+(A) # 8. On peut 
m$me exhiber un atome positif et un autre nkgatif qui ne sont pas disjoints. 
Conjecture. Tout graphe de Cayley contient un atome positif. 
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